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L’autor intenta oferir un marc tedric i procedimental, basat en €l treball amb els alumnesi en la
reflexio sobre I’ estructura i les possibilitats del programa Cabri-Géométre, per a analitzar i
classificar les activitats que s hi poden realitzar i, per extensié altres activitats didactiques en €l

camp de la geometria.

1 El programai les seves prestacions

El programa Cabri-Géométre' ja és molt
conegut dels ensenyants de matematiques. No
€s un programa gaire nou: la seva presentacio
publica a la comunitat dels ensenyants va ser
feta aviat fara 10 anys, a congrés ICME-88 de
Budapest. Darrerament esta generant molt
d'interes? i li apareixen alguns competidors®.

El programa presenta un escenari per a la
geometria euclidiana plana consistent en un
full de paper blanc (la pantalla), un Ilapis (el
cursor), una goma virtual, i un regle i un
compas implementats en forma de possibilitat
de tracar rectes, segments i circumferéncies.
També conté dues addicions importants a la
geometria euclidiana.

La primera, de caire practic, és la
possibilitat de crear ‘macros’ que resumeixin
construccions complexes i emprar-les només

invocant-les pel nom. Per exemple, es pot
“ensenyar” |’ ordinador a efectuar la projeccio
ortogona d'un punt sobre una recta, com una
construccidé que combina el tracat de la
perpendicular i la interseccié de dues rectes.
Havent fet aix0 pot afegir-se “Projeccio
ortogonal” a meni de construccions possibles,
i emprar-la en qualsevol moment posterior en
gué sigui necessaria sense haver-ne de repetir
€l's passos regle-compas el ementals.

La segona addicié és de caire més
conceptual, i en ella rau la major part de
|"atractiu del programa i del seu caracter
innovador. Es tracta de la possibilitat de
desplacar Iliurement pel full de dibuix els
elements que han servit de base a una
construcci6 (punts, rectes o circumferéncies)
tot mantenint les relacions geometriques que
han servit per dur-la a terme. Aixi es produeix
una familia infinita i continua de casos

e-mail: gcastell @pie.xtec.es

Hi hadues versions (1i 2) del programa, amb diferéncies conceptuals substancials. Em limitaré ala primera versié, menys

rica en possibilitats perd mésfidel al model euclidia

?Podeu consultar |" adreca www-cabri.imag.fr. Hi trobareu mésinformacio i materials.
*The Geometer’'s Sketchpad, Geometry |nventor, Geometric SuperSupposer.
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particulars d’ una configuracié general .

Aquesta caracteristica estén
significativament la geometria euclidiana. Es a
dir: amb el seu ajut és possible resoldre
problemes que no hi tenen solucié, com és €l
cas de la trisecci6 de I'angle’... Aixo justifica
que s’ hagi proposat per ella un nom nou: la
“geometriadinamica’.

Aquesta construccié és prou simple i
elegant per servir d'il-lustracié(veure Fig. 1).
Els passos que cal seguir son:

1) I'angle AOB que es vol dividir es posa
com aangle central en una circumferéncia;

2) es pren un punt arbitrari P en larecta AQ;

3) estracalarectaBP;

4) sobre aguesta recta es pren un segment
PX igual a radi delacircumferéncia;

5) es desplaca P fins que X coincideixi amb
e punt Q en qué BP tallalacircumferéncia;

6) en una situaciéo com aquesta, I'angle
BPO éslatercerapart de I'angle AOB.

Aquesta construcci6 és rigurosament
euclidiana excepte el pas 5.

Figura 1. Trisecci6é d'un angle

2 Elselementsd’una construcci6

Comencaré per un exemple molt classic i
ben a I’abast de I’alumnat i que, malgrat la

seva senzillesa, conté tots els ingredients de
I’andlisi que vull portar aterme.

El professor® proposa a I’alumne de tracar
un triangle amb €l regle i de marcar els punts
mitjans dels costats. L’alumne pot fer-ho -i ho
fara segurament aixi, tot i que no sigui e més
canonic- amb el regle graduat i dividint per 2 la
mesura de cada costat. Ara ha de tragar les tres
mitjanes unint els vértexs i els punts mitjans
dels costats. Un cop fet, I’alumne pot observar
que totes tres mitjanes son concurrents.

Aquest resultat pot ser interpretat com a
purament casual i lligat a la forma particular
del triangle dibuixat. Per tal d'evitar-ho,
I"alumne pot construir un altre exemple o
contrastar la seva observacié amb la d’ altres
companys.

Pero si la construccio es fa mitjancant
I"ordinador, |'alumne pot deformar
continuament el triangle i veure que, sigui
quina sigui la forma que adopti, la
concurréencia de les mitjanes es manté. Pot,
doncs, formular € resultat “les mitjanes d’un
triangle son concurrents” i afirmar-ne la
validesa.

Ara, més d’un matematic reaccionara
pensant: “ S, perd aixo s ha de demostrar!”.
M’ agradaria preguntar-li: “ Per qué? Es que
una demostracio convencera més I’alumne de
la validesa de |la propietat?” .

Perqué el punt central és la conviccio.
Alguns han estat ensenyats de tal manera que
deriven la seva conviccio de I’ existéncia d' una
demostraci6; alguns altres - la majoria - la
poden derivar d’ una experiéncia com aquesta. |
per aix0 aquesta experiencia és valuosa.

Algu em podra reprotxar que posar I’ émfasi
en la conviccio és caure en laretorica. Hi estic
d’acord i m’agrada caure-hi. La retorica té
molt poc a fer ala geometriai, en general, ala
matematica®. Perd en |’ ensenyament de la
matematica, que no és ben bé el mateix, com
tots sabem, hi té un paper molt important.

*Arquimedes ja ho sabia.

5L’ autor recomana el's lectors (que son molt bons lectors) que llegeixin atot arreu professor/professora, si aixi ho desitgen.
¢ Malgrat aix0, son nombroses |es representacions pictoriques de les Arts Liberals a primer renaixement en qué ambdues,
laRetoricai la Geometria, sotal’ aparenca de gentils donzelles, seuen ben a prop ornades amb els seus atributs.
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Hem de valorar I’evidéncia - i hem
d’ educar-la. Durant molt de temps s ha cregut
que la metodologia de I’ ensenyament de la
geometria era |’ adoptada per Euclides als
Elements. Només cal veure on s ha arribat per
aguest cami: practicament a la desaparicié de
la geometria dels continguts de |’ ensenyament
basic’.

Tornaré a |’ exemple per analitzar-lo per €l
mateix introduint-hi una mica de terminologia.

Comenca amb el que en diré objectes
inicials. en aguest cas un triangle (tres punts i
tres segments). | acaba amb I'afegit d’uns
guants objectes més:. els tres punts mitjans, els
tres segments-mitjanes, el baricentre. Aquests
son els objectesfinals.

Els objectesinicials, els objectes finalsi els
objectes auxiliars eventuals formen una figura
geometrica o una configuracio. El procés que
porta ala constitucié d' una configuracié és una
construccio geométrica.

Entre els objectes d'una configuracio
S estableixen determinades relacions (veure
Fig. 2). Poden ser relacions d’incidencia
(alineaci6, concurréncia, paral-lelisme,
tangencia, ...) o relacions metriques
(perpendicularitat, simetria, igualtat,
proporcionalitat...) Algunes son les que
permeten dur a terme la construccid: son les
relacions constitutives. En aquest exemple
son dues: la que fa aparéixer els punts mitjans
dels costats, i laincidencia de les mitjanes amb
vertex i punt mitja oposat. La figura s ha fet
tenint en compte aix0. S observen unes altres
relacions en la figura acabada, com € fet de la
concurréncia de les tres mitjanes. Aquesta
relacio no s’ha tingut en compte en fer la
figura, Sind que “ha sortit” un cop feta. Es una
relacio conclusiva.

relacions constitutives
Objectesinicids — yu Objectesfinas | '€cions
conclusives /
/!

Figura 2. Elements d' una construccié

La concurréncia de les mitjanes es manté
quan es desplacen lliurement els objectes
inicials. Una relacié conclusiva amb agquesta
propietat és un invariant de la configuracio.
Les propietats geométriques no son altra
cosa que I’afirmacié d existéncia d’invariants.
El nostre alumne acaba, doncs, de descobrir
una propietat geomeétrica.

3 Un primer conjunt de procediments

Cabri-Géométre ens pot servir per ensenyar
geometria. No pas tota la geometria, perque els
continguts amb un fort component numeric (és
el cas de la proporcionalitat) se li escapen
bastant. Tampoc amb un caracter exclusiu, ja
que I’ aspecte manipulatiu de la geometria
exigeix emprar també eines i materials com el
regle i el compas, efectivament, perd també
paper, tisores, cordes, etc.

No faré agui una descripci6é dels continguts
conceptuals que es poden ensenyar bé amb €l
programa (per a més detalls, veure
Castellsaguer, 1998); em limitaré a una
incursio, ni que sigui superficial, en els
procediments que es poden treballar. Per fer-ho
canviaré |’exemple anterior per un altre de més
ric - i de nivell més at també - sense alunyar-
me gaire, pero, de les mitjanes. Ara en quedara
Nomes una.

La nova situacio s estructura a voltant de
la pregunta: hi ha triangles en que la mitjana
que surt d'un vertex, |"atura que surt d’'un altre
i la bisectriu que surt del tercer so6n
concurrents? Com poden caracteritzar-se i
construir-se aquests triangles?

Procediment 1: Construir figures

Es I’activitat de produir una figura a
la pantalla atenent exclusivament a |’ enunciat
previ de les seves relacions constitutives. Es
clar que, dit aixi, ha de referir-se a figures
simples i I’alumne ha de conéixer bé tots els

"No dels curriculums oficials-imaginaris, és clar!

®Hetret el problemadel nimero 90 de larevista“Le Petit Archiméde” on hi hatot el seu desenvolupament geométric
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termes que hi apareixen i saber com construir-
los.

En el nostre cas, se suposa que els alumnes
estan familiaritzats amb “mitjana’, “aturad’ i
“bisectriu” i saben tragar-les, i que identifiquen
larelacio de concurrencia

La construcci6 habitual amb llapis i paper
no assegura - casualitats a part - la
concurréncia dels tres segments. Es el
dinamisme del programa que fa possible
retocar el triangle tant com calgui per
aconseguir-la. En aguesta deformacio, pero,
cada segment ha de mantenir-se fidel ala seva
definicio. Lafiguraresultant esmostraalafig. 3.

A

B ' C
Figura 3. Construir figures

Procediment 2: Analitzar figures

Un cop la figura és acabada es tracta de
descobrir-hi algunes relacions no previstes i
que puguin gjudar a fer-ne una construccié
millor. Fins i tot en algun cas aquestes
relacions poden orientar sobre com elaborar
una demostracio d un resultat.

Aquestes relacions han de ser intuides i
comprovades. Com que la intuicio no esta
sempre disponible, el professor ha de suggerir
sovint per on cal ficar e nas- o € ratoli. En el
nostre cas, suggereixo tracar una recta
perpendicular a BC i prolongar CA fins que la
talli. Llavors es pot observar una relacio
d'igualtat inesperada: BC = AD. Ho mostra la
Fig. 4.

]

= ' C

Figura4. Analitzar figures

Procediment 3: Analitzar procediments

Com es pot aprofitar I’analisi anterior per
descobrir una sequéncia de passos que
reconstrueixin la figura sense la inestabilitat
que € desplacament ha introduit abans?

Aquest treball és dificil i cal tenir molta
cura en que I’ ordre dels passos respecti cada
moment els objectes ja construits. Per aix0 en
el treball amb alumnes cal pautar molt bé el
desenvolupament d’ aquesta activitat.

Per posar un exemple del tot diferent mireu
laFig. 5, que presenta la construcci6 del costat
DX del decagon regular inscrit en una
circumferencia. Que s ha de fer per determinar
DX en quin ordre?

En el cas que seguim, es tracta
d’aconseguir ABC a partir, per exemple, de
BC. Com podem arribar a A? Laresposta, en €
procediment seguent.

B

Figura 5. Analitzar procediments

Procediment 4: Formular procediments

Es el moment de redactar clarament el
“manual d'instruccions’ per a la construccié
del triangle. La redacci6 ha de ser clara i
precisa, en llenguatge geomeétric i no en
Ilenguatge del programa informatic, i ha de
vetllar per anomenar clarament els objectes
inicials i intermedis. La prova de la correccio
del resultat és, evidentment, que algun alumne
diferent del seu autor la segueixi per veure si
arriba a la figura desitjada. Aquests son els
passos.

1) estraga un costat BC
2) estracala perpendicular aBC pel punt B

3) es pren un punt D arbitrari en la
perpendicular
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4) estracael segment DC

5) amb radi BC es traga una circumferéncia
centradaen D

6) aquesta circumferéncia talla DC en el
vértex A que mancava.

Procediment 5: Aplicar un procediment

Aix0 no presenta gaires dificultats: estracta
de “seguir lesinstruccions’. En molts casos és
la forma de fer construccions segons una
recepta, sense haver de deduir-lani justificar-la
meés que pel seu resultat. Bé, hi ha alumnes que
no ho troben pas tan senzill! No és estrany: €l
professor ha de tenir molta cura perque la
recepta contingui tots els ingredients, no
contingui imprecisions i no s oblidi d'indicar
el temps de coccio...

Procediment 6: Comprovar propietats

El triangle ja esta fet, perdo no tenim res
més. Sembla logic posar-hi lamitjana, I’ alturai
la bisectriu i mirar si sdn concurrents tal com
ens proposavem. Aguesta és una comprovacié
bastant assequible, sobretot si recordem de
quin vertex partia cada una (perqué no sén
intercanviables). Podem comprovar, de
passada, que hi ha molts triangles d’ aquests.

Algunes comprovacions son de tipus visual,
si per exemple “es veu” que dues rectes son
paral-leles; d altres son numeriques, com és €l
cas de moltes comprovacions d’'igualtat que
depenen de mesures de segments o d'angles. El
programa (i en conseguéncia I’ usuari) no se
sent gaire comode en aquestes, perqué son de
precisio baixa. Tot i que la majoria poden
substituir-se per noves construccions (per
exemple, la igualtat de segments pot
visualitzar-se pel tracat de circumferéncies),
I’aumne mitja prefereix la mesurai val a dir
gue la gestiona bastant habilment.

Us acabo d anomenar sis procediments que
es treballen seqliencialment en un mateix
exemple. Aquest és un cas excepcional.
Normalment en una activitat geométrica hi

intervenen només alguns d’ells, i sovint
encadenats en una ordenaci6 diferent.

4 Un nou conjunt de procediments

Deixaré descansar merescudament el
triangle i canviaré a un nou exemple, molt més
elemental, per il-lustrar alguns procediments
més. Ara sera un quadrilater® qui prengui el
relleu. Perd els punts mitjans seguiran donant
joc, perque €l nou problema, que s atribueix a
Varignon, és. quina figura formen els punts
mitjans del's costats d’ un quadrilater?

Procediment 7: Observar invariants

Es clar que abans de res cal exercitar el
procediment 1 (Construcci6 d'una figura) per
dissenyar I’ escenari de la situaci6. El podem
veurealaFig. 6.

Figura 6. Observar invariants

“Sembla’ que els punts mitjans formen un
paral-lelogram. Es sempre aixi? Només cal
‘agitar’ degudament la figura per estar-ne
segurs. La forma de la figura, determinada per
relacions de paral -|elisme, és un invariant.

L'observaci6 d’invariants és un
procediment potent i ben assimilat per la
majoria dels alumnes, tot i que en alguns
resulta desplacada, per la fascinaci6 de la
imatge animada, exactament cap a I’ extrem
contrari. Aquests alumnes, en haver-los
preguntat “ que observes si mous € quadrilater
inicial?” només saben observar “ que I'altre
també es mou” .

°Es curios que la geometria del's quadrilaters sigui tan pobra, comparada amb ladels triangles...
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Procediment 8: Formular propietats

L’ existencia d'invariants s ha de formular.
Aquest és un procediment més dificil, perque
posa en joc les capacitats de verbalitzacid i de
redacci6 de I'alumne, i també el subtil
concepte de “cas general” que tan poc sovint
s'ensenya. Cal, generalment, iniciar la
formulacid per exercicis de completar frases.
En aquest cas seria quelcom com;

“es dels costats d’un

formen un

Procediment 9: Sstematitzar casos

Un quadrilater és una figura molt general, i
en aixo rau la poténcia de la formulacio
anterior. Que passa amb les particularitzacions
(rombe, trapezi,...) del quadrilater? No cal
repetir la construccié6 amb cada una d’elles:
només cal deformar el quadrilater fins a
aconseguir bones expressions visuals de cada
cas particular. Els resultats sén bastant
interessants.

Procediment 10: Explorar situacions

Fa poc vaig proposar els meus alumnes de
4rt de Secundarial® “ Preneu quatre punts en
una circumferéncia. Aquests quatre punts
determinen, presos de 3 en 3, quatre triangles.
Que podeu dir dels baricentres d’aquests
quatretriangles?” .

Aquesta és una proposta d'investigacié: un
petit mén per a explorar, uns quants atuells per
fer-ho, i una bona dosi d’iniciativa. Tot
acompanyat, segons I’alumne i el moment,
d’algun discret suggeriment. | els resultats?
Més dels que jo mateix em pensavat.

Tal com es pot veure alafig. 7, tots quatre
baricentres sén en una circumferéncia, que té
radi 1/3 del radi de lainicia. Formen un qua-
drilater que té la mateixa forma (els mateixos
angles) que e que formen tots quatre punts. Els
costats d'un quadrilater i els de |’ altre sén
paral -lels. Els segments que uneixen els vertexs
corresponents dels dos quadrilaters es tallen en
un punt. Aquest punt esta alineat amb els
centres de les dues circumferéncies i a triple

distanciade|’un que de I’ altre. Ho sabieu?
Figura 7. Explorar situacions

5 Conclusio

Quan un professor vulgui, doncs, emprar un
programa d’ ordinador per treballar ales classes
de geometria, no ha de sentir-se insegur ni pels
seus principis ni esceptic pels resultats. Sera
com un viatger per un territori encara bastant
verge, perd que conté paratges meravell0sos |
dels quals podra gaudir mentre acompanya les
noiesi elsnais. | no estara sol.
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