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Per pensar d’ un minut a una hora

Jordi Deulofeu

Universitat Autonoma de Barcelona, Jordi.Deulofeu@uab.es

A I'articled avui li escauria un titol com el se-
glent: D’un mal joc a una colla de problemes
interessants. En efecte, en I'article d aguesta
mateixa seccio del nimero anterior (Biaix 21,
desembre 2003) vaig proposar, entre d’ altres,
el segiient joc d' estratégia per a dos jugadors:
Dibuixeu una circumferéncia i assenyaleu 12
punts en ella. Al seu torn, cadajugador triados
puntsi dibuixael segment que elsuneix de ma-
nera que €l segment no talli a cap dels previa
ment dibuixats. El jugador que no pot tracar
cap segment perd lapartida. Com es pot fer per
guanyar? Que passa s variem e nombre de
puntsinicials? S jal’ heu pensat, possiblement
haureu descobert que passa amb aguest joc; en
cas contrari, us recomano que €l penseu una
mica abans de seguir.

El que ve acontinuaci6 és una petita cronicade
la meva historia amb aquest joc i dels proble-
mes que, una vegada superat "el trangol" d’una
resolucié no correcta, M’ han anat sorgint a par-
tir de la situacié plantejada pel joc.

Les preguntes que vaig formular a continuacio
del joc, suggereixen que estractad’ un tipic joc
d'estratégia, és a dir, que admet una estratégia
guanyadora per un dels dos jugadorsi, per tant,
el que cal éstrobar aquesta estratégia. Quan €l
vaig pensar vaig creure-ho aixi i ben aviat vaig
trobar una estratégia de tipus simétric, que do-
nalavictoriaal primer jugador: s aquest traca
el segment que uneix dos punts oposats (dei-
xant cinc punts a cada costat del segment), per
cada segment que dibuixi el segon jugador en
un dels costats, € primer podra tracar € co-
rresponent en |’ altre costat, per la qual cosa el
primer jugador sempre guanyara. Aquesta so-
luci6 és la mateixa que dona el magnific llibre
Mathematical Circles (Fomin et a., 2000),
d’on havia obtingut I'enunciat del joc (proble-
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ma 17, pagina 60, sota |'epigraf de simetria;
solucié a la pagina 235), i en veure la coin-
cidencia vaig quedar ben convengut que es
tractava d’ una bona solucio i, per tant, que no
valiala pena pensar-hi més.

Un temps després, preparant jocs d estra-
tegia per treballar amb els nois i noies
d’'ESTALMAT (activitat extraescolar dirigida
a I’estimul del talent matematic a Catalunya
que, des del curs 2003-2004, reditza la FEM-
CAT i laSCM), laMarta Berini em vafer veu-
re l’error: efectivament €l joc el guanya €l pri-
mer jugador, per 12 punts (i per qualsevol altra
quantitat de punts), perd no cal que aplicar cap
estratégia especial, és adir, juguin com juguin
€els dos jugadors sempre guanyara aquell que
dibuixi el primer segment. Ja teniu el primer
problema (1): demostrar que per qualsevol
nombre de punts, el nombre de segments di-
buixats a finalitzar la partida esta determinat,
és adir, només depen del nombre de punts ini-
cial (recordeu que el's segments no es poden ta-
[lar). Trobar quin és el nombre de segments si
€l nombre de punts és n és prou senzill; de-
mostrar que és aquest per qualsevol partida és
un xic més interessant.

Aixi doncs, €l joc anterior no és un auténtic joc
d’ estrategia sino que es tracta d’ un pseudo-joc
(seguint la terminologia de Fomin en €l llibre
citat), ésadir, unjoc on les propies condicions
de la situacié determinen a priori qui sera el
guanyador. Un altre joc d’ aquest tipus seria €l
segiient (2): Anotem en un full de paper dos
nombres primers entre ells, per exemple 25 i
36. Al seu torn cadascun dels dosjugadorsfala
resta (positiva) de dos nombres escrits en el
full i anota € resultat (sempre que aquest no
estigui ja anotat). El jugador que no pot anotar
cap nou nombre perd la partida. Per que es
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tracta d’ un pseudo-joc? Qué passa si els nom-
bres no son primers relatius?

Si deixem de banda els joc, perd mantenim la
situacié inicial del primer (tragar segments que
uneixen n punts sobre una circumferéncia); po-
dem plantejar diversos problemes interessants
que complementen |’anterior. Una primera
questio sorgeix si eliminem larestriccid que els
segments no es poden tallar (3). En aguest cas,
donats n punts sobre una circumferencia,
quants segments es poden tracar?

Si els segments es poden tallar, al’interior del
cercle es determinen punts de tall (4). Donatsn
punts sobre la circumferéncia, quin és € nom-
bre maxim de punts de tall que es determinen?
Aquest problema és una miqueta més dificil
que els anteriors. Tanmateix, hi ha una manera
molt bonica i elegant de resoldre’l (i simple
quan s hatrobat!).

Arribats aqui, i atall de reflexio a voltant dels
diferents problemes plantgjats, ens podem
preguntar (5): Quina diferéncia hi ha, quan n
creix, entre el tipus de creixement del nombre
maxim de segments sense tallar-se, el nombre
maxim de segments (si acceptem que es poden
talar) i el nombre maxim de punts de tall que
es determinen?

Seguim donat voltes a la situacié i compli-
guem-la una mica més. Quan tracem segments
gue uneixen n punts situats en una circum-
feréncia, aguells van dividint e cercle en re-
gions. Si els segments no es poden tallar, de-
terminar el nombre maxim de regions és prou
senzill (i es pot relacionar facilment amb €
nombre de segments), perd si es tallen la cosa
es complicaforca (6). Sabrieu trobar quin és el
nombre maxim de regions que es determinaran
apartir de n punts? (Aneu en compte afer una
generalitzacié prematura a partir d’uns pocs
casos particulars; .... a vegades, les aparences
enganyen!!).

Acabaré I’ article amb un problema que fa uns
dies em va plantgjar I’ Isabel Sellas, professora
delauniversitat de Vic, quetot i no ser exacta-
ment de punts i rectes, sino tan sols de seg-
ments, té totalapintad’ un classic, i bonic, pro-
blema geomeétric de construccioé (7): quinaésla
condicié que han de verificar les longituds de
les atures d'un triangle per tal que el triangle
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€s pugui construir? Si coneixem les longituds
de les tres altures d'un triangle, com podem
construir-lo? Trobar la condicié no costagaire,
construir €l triangle donades les altures és més
entretingut, a menys que Sigueu una mica ex-
perts en la resoluci6é de problemes de geome-
tria

Mentre acabava de repassar aquest article he
conegut la trista noticia de la mort del profes-
sor Miguel de Guzman, una persona que mes
enlla dels seus grans coneixements matema-
tics, seguia engrescant a petitsi grans amb els
seus descobriments i la seva &ficié als bons
problemes, i treballavaincansablement per una
educacié matematica millor a tots els nivells.
Curiosament, I'UGltim contacte que vaig tenir
amb €l és encara molt recent; va ser, precisa-
ment, al voltant del joc que ha motivat aquest
article, i haviem quedat per parlar-ne en una
trobada d'estalmat a Burgos que es feu tres
dies més tard de la seva mort. Ell m'havia fet
conéixer, entre d' altres, € Ilibre Mathematical
Circles, on es plantejava €l joc, juntament amb
tants atres problemes "elementals' interes-
sants. Espero poder dedicar-li un proper arti-
cle, tot recordant alguns dels problemes que he
conegut llegint els seus llibresi que, a més de
disfrutar, m'ha ajudat a pensar una mica mi-
llor.

Comentaris i solucions als problemes de
["article anterior (BIAIX 21, desembre
2003).

Com que he rebut alguns comentaris i també
peticions de solucions dels problemes ante-
riors, cosaque sempre ésd’ agrair jaquevol dir
que hi hagent que hi ha pensat segurament més
d'una hora, M’ ha semblat oportu fer alguns co-
mentarisi donar les solucions dels problemes.

1.Varen participar en la compra 7 persones i
varen adquirir en total 53 articles. L'interés
d’ aquest senzill problema és que no cal reco-
rrer a planteig d’ equacions, ja que resulta
gue s totes les persones posen una moneda
menys el nombre total de monedes dismi-
nuira precisament en 7.

2.Es pot assegurar que s el nombre total de
signes és senar no sera possible tenir igual
nombre de signes positius que negatius.

Juliol 2004 Biaix 22 81

o



BIAIX22.gxd

21/9/04 12:01 Pagina 82

Aix0 passa s alaprimerafilatenim 1, 2, 5,
6, 9, 10,... signes, és a dir, si la quantitat de
signes de la primerafila és de laforma 4n +
1obé4dn + 2. Pel quefaalasegonapart del
problema, tal com jadéiaal’ enunciat, no co-
nec un métode general que déni una solucio
per tots agquells casos en qué sembla que
aquesta existeix. Tanmateix, he observat que
sembla possible trobar una solucié per una
guantitat de signes ala primerafila que sigui
de laforma 4n+3, que generi una solucié pel
nombre seglient. Aqui teniu un exemple, per
n =11, d'una solucié per aguest cas que ge-
nera automaticament una solucié pel se-
guent, n = 12. El problema és passar de 12 a
15 (i en genera de 4n a 4n+3) que és el se-
guent nombre que admet solucié.

n=11
-+ -+ -+ -+ o+ -
- - - + - - -+
+ o+ o+ -+ - -
+ o+ -+ + -+
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aquest cas n’ hi haura prou en canviar una so-
la vegada tots els llums de la primera fila
(columna). Quan tant el nombre de files com
€l de columnes és parell, caldra canviar tots
els llums, una vegada cadascun. Es pot rao-
nar que s es canvien una vegada tots els
[lums d'un quadrat de 2 x 2, aquests queda-
ran tots canviats i tota la resta de llums que-
daran igual.

4.Joc (1). Es clar que si logrem que € resultat

de la resta sigui 1, el nostre contrincant
perdra la partida. Llavors, comencant amb
el 30 (i amb qualseval altre nombre parell)
hi ha una estratégia guanyadora pel pri-
mer jugador, que consisteix a triar un di-
visor senar (per qualsevol nombre n"hi ha
amenys un, I'1); a restar quedara un nom-
bre senar, i després de lajugada del segon €l
resultat de larestatornaraaser parell (jaque
un nombre senar no té cap divisor parell). Si
el nombreinicia és senar, aralamateixa es-
tratégia permetra guanyar a segon, jaque el
primer haura de deixar un resultat parell i el
segon podra aplicar I’ estratégia del cas ante-
rior.

5.Joc (I1). Haureu trobat la soluci6 en I’ article

d’avui, ja que aquest és el joc que I ha moti-
vet.

- 6.Joc (I11). Si un jugador aconsegueix deixar
al’adversari un mdiltiple de tres, I'atre no
podra guanyar (ja que cap poténcia de 2 ho
és). Aixi, €l primer jugador pot guanyar
restant a 1000 una poténcia de 2 que sigui
delaforma3n+ 1 (com 1, 4, 16, 64 0 256),
amb laqual cosalaresta sera multiple de 3;
el segon jugador, faci el que faci, no podra

No cal dir que si algu troba una solucié gene-
ral, o té alguna idea brillant sobre aquest pro-
blema que semblano resolt, li agrairé molt que
me la faci arribar i "prometo” comentar-la en
un futur article.

3.Aquest interessant problema té una solucié
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prou senzilla si el panell rectangular té una
de les dues longituds senar. Suposem que €l
nombre de columnes (files) és senar; en

deixar un multiple de 3, mentre el primer,
en la seglient jugada, podra repetir I’es-
tratégia.




