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Resum

En aquest article s’analitzen alguns trets relle-
vants de l’evolució històrica de l’àlgebra, pre-
nent com a fil conductor les equacions de segon
grau. Les equacions polinòmiques es troben
expressades, en certa manera, en la matemàtica
àrab. Tanmateix, l’algorisme de resolució d’e-
quacions algèbriques de segon grau ja es pot
deduir de les tauletes babilòniques. El nostre
recorregut abastarà, doncs, des de la matemàti-
ca “babilònica” (1500 aC) fins al segle XVII,
època de René Descartes (1596-1650) i Pierre
de Fermat (1601-1665). De fet és a partir d’a-
quest segle que molts matemàtics van començar
a utilitzar procediments algebraics per a resol-
dre problemes geomètrics originant el que avui
s’anomena algebrització de les matemàtiques. 

Introducció 

Les aportacions implícites i explícites de la his-
tòria de la matemàtica poden proporcionar als
professors de matemàtiques un enriquiment de
la  seva tasca docent. El coneixement de la
gènesi i l’evolució de les idees i conceptes
matemàtics és útil per millorar l’aprenentatge
de l’alumnat.2 Aquí ens centrarem en l’àlgebra i
en concret en les dificultats que tenen els alum-
nes per utilitzar la simbolització a l’hora de
resoldre problemes a l’ESO, dificultats que són
similars a les que han patit els matemàtics al
llarg de la història. El llenguatge algebraic, que
va néixer en la resolució d’equacions associades
a problemes aritmètics, ha esdevingut el llen-
guatge de les funcions que és fonamental per a la
comprensió de les matemàtiques de Batxillerat.

L’estudi dels polinomis i de les equacions asso-
ciades a ells, ha evolucionat molt al llarg del
temps, i el seu recorregut històric és molt ins-
tructiu i suggerent. En aquest article analitzarem
alguns aspectes rellevants del desenvolupament
històric de l’àlgebra prenent com a fil conductor
diferents maneres de resoldre l’equació de
segon grau al llarg de la història que poden ser
emprades a l’aula per ajudar l’alumne a enten-
dre millor els procediments algebraics.

Podríem dir que una equació de segon grau és
una expressió polinòmica que conté una incòg-
nita (amb exponent igual a dos però no més
gran) i dades que satisfan una igualtat només
per a certs valors de la incògnita.

Actualment escriuríem: ax2 + bx + c = 0 i l’e-
quació es resol substituint els valors de “a”, “ b”
i “ c” a la fórmula:

Prenent “a=1”, (observeu que això sempre es
pot fer si a = 0) podem escriure aquesta solució
de la manera següent:

Aquesta versió de la solució és la que anirem
trobant al llarg de la història.

Les possibles arrels de l’àlgebra

L’algorisme de resolució d’equacions algebrai-
ques de segon grau ja es pot deduir a partir dels
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1 El text és una versió ampliada de la conferència inaugural, a càrrec de l’autora, de la I Setmana de les Matemàtiques
d’Andorra organitzada pel grup GAMMA i pel Ministeri d’Educació Andorrà el 18 d’Abril de 2005.

2 Vegeu més informació sobre aquestes idees a Massa ,2003 :. 4-9
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problemes resolts a les tauletes babilòniques. La
matemàtica “babilònica” (1500 aC) va ser trans-
mesa per escribes i bàsicament utilitzada per càl-
culs relatius a problemes de la vida real. D’entre
les tauletes d’argila en escriptura cuneïforme rea-
litzades pels babilònics n’hi ha moltes de numè-
riques (taules de multiplicació, taules de recí-
procs,...). Les tècniques que feien servir per a la
construcció d’aquestes taules numèriques consti-
tuïen el nexe entre els càlculs i la realitat admi-
nistrativa i d’enginyeria. És en aquestes tauletes
on els babilònics van formular un algorisme con-
sistent en una sèrie d’instruccions (sense cap
explicació) per a trobar solucions concretes a
problemes que es poden descriure mitjançant una
equació de segon grau. Vegem-ne un exemple,3

Trobeu dos nombres inversos que sumats fan
2,5 4

Factor i invers és 2,5 [En llenguatge actual s’ex-
pressaria:x + y = 2,5 = b;
x·y = 1 = c ; x2- 2,5x +1 = 0; x2 - bx + c= 0]

1. Multipliqueu (2,5) per ½: és 1,25  [b/2]

2. Multipliqueu 1,25 per 1,25: és 1,5625
[(b/2)2]

3. Resteu 1 del nombre anterior: 
és 0,5625  [(b/2)2- c]

4. Quin nombre heu de multiplicar per 
ell mateix a fi d’obtenir 0,5625? 
És 0,75 [((b/2)2- c)1/2]

5. Afegiu 0,75 a 1,25: és el factor 2   
[(b/2) + ((b/2)2- c)1/2]

6. Resteu 0,75 de 1,25: és l’invers 0,5
[(b/2) - ((b/2)2- c)1/2]

És important remarcar que a les tauletes babilò-
niques hi ha les instruccions numerades, sense

lletres, sense signes, i només amb els nombres
que calcula.

La matemàtica grega, basada en la geometria,
va fer també la seva aportació a la resolució d’e-
quacions algebraiques de segon grau. En els
Elementsd’Euclides (300 aC) es recullen els
coneixements matemàtics de diferents escoles
gregues i es demostren algunes proposicions
geomètriques que es poden interpretar en ter-
mes d’equacions de segon grau. Aquesta  obra,
que es creu que pot ser col·lectiva, és la que ha
tingut més edicions després de la Bíblia (més de
mil) i és una de les que més influència cultural
ha tingut al llarg de la Història de la Ciència. Va
ser emprada com a llibre de text a les
Universitats durant molts segles i va influir
extraordinàriament en els grans autors de les
revolucions científiques com ara Galileu
Galilei, Isaac Newton i d’altres. Els Elements
consten de tretze llibres: els sis primers dedicats
a la geometria plana, els tres següents a l’arit-
mètica (o teoria de nombres), el desè que tracta
dels incommensurables i els tres últims de la
geometria de sòlids.5 Pel que fa a l’estil de l’o-
bra podem qualificar-lo d’ordre axiomàtic i
rigorós. Cada llibre té la mateixa estructura, pri-
mer els axiomes i/o postulats, seguidament les
definicions i després, les proposicions, cadascu-
na amb la seva demostració. Es demostra tot a
partir d’hipòtesis clares i de propietats explícita-
ment establertes anotant en el marge les propo-
sicions i definicions que està emprant. 

Considerem tot seguit l’enunciat d’una proposi-
ció del llibre II que alguns autors del Renaixe-
ment van utilitzar com a justificació geomètrica
de la solució de l’equació de segon grau.6

Llibre II. Proposició 6. Si es divideix en
dues parts iguals una línia recta [b/2] i se
li afegeix, en línia recta, una altra recta
[x]; el rectangle comprés per la recta
sencera amb la recta afegida i la recta

3 És el que Bashmakova anomena Àlgebra numèrica. Vegeu les explicacions de Bashmakova-Smirnova, 2000 : 1-10 i 
Hoyrup, 2002 : 108-149. 

4 A la tauleta hi llegiriem 2;30 ja que escrivien en sistema sexagesimal.
5 Els quatre primers són deguts als pitagòrics, el V i el VI són deguts a Eudox. Els VIII-IX són també dels pitagòrics. El

X és degut a Teetteto. El llibre XI procedeix de l'escola Jònica. El XII té varis precursors però el mètode d'exhaustió que
és el que permet demostracions rigoroses, és d'Eudox. Finalment, el llibre XIII és degut a Teeteto. Per més informació
vegeu Dou, 1986 : 68.

6 És el que Bashmakova anomena Àlgebra geomètrica. Vegeu més informació a Bashmakova-Smirnova, 2000 : 11-33.
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afegida [(x+b)·x] juntament amb el
quadrat sobre la meitat  [(b/2)2] és igual
al quadrat sobre la recta composta per la
meitat i la recta afegida [(x+b/2)2 ].7

En aquesta proposició es demostra la igualtat que
s’expressaria, en llenguatge actual, [(x+ b)·x] +
[(b/2)2] = [(x+b/2)2]. Més endavant, a la
Proposició 11 d’aquest mateix llibre, Euclides
utilitza aquesta igualtat per demostrar com tro-
bar un rectangle d’àrea igual a una àrea donada
d’un quadrat [(x+ b)·x = c].8 La construcció
geomètrica que acompanya aquestes proposi-
cions és un quadrat de costat “x” completat amb
dos rectangles de costats “x” i “ b/2” i un quadrat
de costat “b/2” per obtenir un quadrat de costat
“ (x + b/2)”.

Cal remarcar que en el text d’Euclides no hi ha
símbols, ni nombres, ni expressions algebrai-
ques, només figures i relacions entre els costats
i les àrees, és a dir, només hi ha geometria: seg-
ments que s’afegeixen i que quan es multipli-
quen donen àrees de figures geomètriques. 

Dins d’aquest recorregut històric pel món grec
cal citar també una altra obra que encara que no
soluciona les equacions de segon grau amb l’al-
gorisme tradicional ho fa amb artificis aritmètics
molt habilidosos. Es tracta de l’Aritmètica de
Diofant d’Alexandria (250-350) que està dividi-
da en tretze llibres dels quals només se’n conser-
ven sis. Constitueix un recull de 189 problemes
independents d’anàlisi algebraica on les demos-
tracions aritmètiques no es sotmeten a justifica-
ció geomètrica, probablement va ser pensat per
ajudar els estudiants a aprendre la matèria. Quan
la solució d’un problema esdevé irracional o ima-
ginària, Diofant declara que la solució és “impos-
sible” i quan aquesta solució és negativa, declara
que és “absurda”. Així, no reconeix que l’equació
quadràtica té sempre dues solucions.

Pel que fa a la notació val a dir que el llibre I està
precedit per un preàmbul on explica les nota-
cions que tanmateix després no utilitza. Designa
la incògnita d’una manera abstracta sota el nom

de “nombre” (o sigui “arithmos” ). Pel que fa a
l’estil, abunden els imperatius i altres referències
verbals que individualitzen i apunten directa-
ment al lector. Quant al mètode de demostració,
es considera en general que no existeix un mèto-
de sistemàtic per resoldre les equacions indeter-
minades de Diofant, ja que utilitzava tècniques i
conceptes matemàtics que no havien estat prè-
viament teoritzats. Es creu que era un virtuós,
molt hàbil amb l’ús d’artificis elegants que, si bé
li permetien cada vegada trobar una solució par-
ticular d’una equació indeterminada o d’una
equació de primer o segon grau, no pretenien
cap generalització. De fet, es conformava en tro-
bar un nombre que satisfés l’enunciat. Vegeu un
exemple d’un problema resolt per Diofant.

Llibre I. Proposició XXVII. Trobeu dos
nombres tals que la seva suma i el seu
producte són dos nombres donats [En
llenguatge actual: x + y = b; xy = c].

És necessari que el quadrat de la semi-
suma dels nombres que busquem exce-
deixi en un quadrat el producte d’aquests
nombres; cosa que per suposat es pot
representar [Aquí utilitza la identitat: 

].

Proposem doncs que la suma dels nom-
bres sigui 20 unitats i que el seu producte
sigui 96 unitats [ Ho resol en el cas partic-
ular x+y =20 i xy = 96].

Que l’excedent dels dos nombres sigui 2
“arithmos” [ 2·t ]. Llavors com que la
suma dels dos nombres és 20 unitats, si
la dividim en dues parts iguals, cadascu-
na de les parts serà la meitat de la suma,
o sigui 10 unitats. Doncs, si afegim a una
de les parts i si trèiem de l’altra part la
meitat de l’excedent dels nombres, és
dir, 1 “arithmos”, s’estableix de nou que
la suma dels nombres és 20 unitats i que
el seu excedent és 2 “arithmos”. En con-
seqüència posem que el nombre més

( ) . ( )
x y

x y
x y+

Š =
Š

2
2

2
2

7 “ If a straight line be bisected and a straight line be added to it in a straight line, the rectangle contained by the whole
with the added straight line and the added straight line together with the square on the half is equal to the square on the
straight line made up of the half and the added straight line.” Euclid, 1956 : 385.

8 La demostració segueix el fil conductor establert per la diferència de quadrats igual al quadrat c. O sigui:
[(x+b/2)2] - [(b/2)2] = c ; [(x+b/2)2] = [(b/2)2] + c ; x + b/2 = [ (b/2)2 + c]1/2 ; x = - b/2+ [ (b/2)2 + c]1/2.
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gran és 1 “arithmos” augmentat en 10
unitats que són la meitat de la suma dels
nombres [10 + t]; llavors el nombre més
petit serà 10 unitats menys 1 “arithmos”
[10 - t], i s’estableix que la suma dels
nombres és 20 unitats i que el seu exce-
dent és 2 “arithmos”.

També és necessari que el producte dels
nombres sigui 96 unitats [(10 + t)·(10 - t) =
96]. El seu producte és 100 unitats menys
1 quadrat d’ “arithmos”; que igualem a
96 unitats [100 – t2 = 96] i l’ “arithmos”
esdevé 2 unitats [t = 2]. En conseqüèn-
cia, el nombre més gran serà 12 unitats
[x = 2 + 10], el més petit serà 8 unitats
[y = 10 – 2], i aquests nombres com-
pleixen la proposició.9

Cal assenyalar que Diofant explicita una condi-
ció per poder resoldre aquesta equació: la
diferència entre el quadrat de la semisuma i el
producte de dues quantitats ha de ser un qua-
drat perfecte. La suma i el producte no poden
ser nombres qualssevol i només pot resoldre-
ho amb aquest procediment utilitzant els nom-
bres adients.

Les regles de l’àlgebra (chéber) al món àrab

Els àrabs han jugat un paper fonamental en el
desenvolupament de l’àlgebra, així com en el
d’altres branques de la ciència. Cal recordar
que mentre l’imperi romà va desaparèixer a
Occident i amb ell es va produir la decadència
de la ciència grega, l’imperi a Orient es va
mantenir. Allà va prendre importància el llen-

guatge “siríac” encara que el grec segueix sent
conegut per tots els savis. Es tradueixen mol-
tes obres del grec al siríac i els perses creen
diversos centres científics. Els perses possi-
blement varen rebre influències dels hindús;10

així, a Aryabhata (500 dc.) es solucionen
diverses equacions, també Brahmagupta en la
seva obra d’astronomia dedica dos capítols a
les matemàtiques. L’artifici que empraven per
solucionar una equació de segon grau consis-
tia en multiplicar els dos membres de l’equa-
ció per una quantitat igual a quatre vegades el
coeficient del quadrat de la incògnita, sumar
als dos membres una quantitat coneguda igual
al quadrat del coeficient de la incògnita i des-
prés treure’n l’arrel quadrada.

Els àrabs, doncs, que van recollir el saber grec
i hindú, van millorar i transformar aquests
coneixements assimilats a partir dels recursos
de la seva pròpia civilització. El profeta
Mahoma nascut l’any 580, va formar un estat
mahometà a la Meca l’any 622, que es va anar
expandint fins al segle XII. Bagdad és el gran
centre científic on hi varen arribar i es varen
traduir els Elementsd’Euclides, l’Almagestde
Ptolemeu, i també s’hi varen elaborar noves
taules astronòmiques,... Després de Bagdad,
altres focus de cultura van ser: El Caire,
Córdova, Samarcanda, Isfahan,... Els àrabs
van fer importants contribucions en física,
astronomia, alquímia, medicina, geometria i
àlgebra.11

L’ús conjunt de raonaments geomètrics i alge-
braics es pot trobar a Mohamed Ben-Musa al-
Khwarizmi, matemàtic, astrònom i membre de la
Casa de la Saviesa de Bagdad, que va morir el

9 “Trouver deux nombres tels que leur somme et leur produït forment des nombres donnés. Il faut toutefois que le carré de
la demi-somme des nombres à trouver excède d'un carré le produit de ces nombres; chose qui est d'ailleurs figurative.
Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités, et que leur produit forme 96 unités. Que l'excedent des nom
bres soit 2 arithmes. Dès lors, puisque la somme des nombres est 20 unités , si nous la divisons en deux parties égales,
chacune des parties sera la moitié de la somme, ou 10 unités. Donc, si nous ajoutons à l'une des parties, et si nous retran
chons de l'autre partie, la moitié de l'excédent des nombres, c'est-à-dire 1 arithme, il s'établit de nouveau que la somme
des nombres est 20 unités, et que leur excédent est 2 arithmes. En conséquence, posons que le plus grand nombre est 1
arithme augmenté des 10 unités qui sont la moitié de la somme des nombres; donc le plus petit nombre sera 10 unités
moins 1 arithme, et il s'établit que la somme des nombres est 20 unités et que leur excédent est 2 arithmes. Il faut aussi
que le produit des nombres forme 96 unités. Or leur produit est 100 unités moins 1 carré d'arithme; ce que nous égalons
à 96 unités, et l'arithme devient 2 unités. En conséquence, le plus grand nombre sera 12 unités, le plus petit sera 8 unités,
et ces nombres satisfont à la proposition.” Diofant, 1959 : 37-38.

10 S'estan encara estudiant moltes de les contribucions hindús ja que hi ha alguns textos que utilitzen lletres en les equa-
cions. Més informació a Berggren, 1986 : 101.

11 Vegeu més informació a Berggren, 1986 : 99-126 i a Benoit-Micheau, 1991 : 174-201.
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850 dC. i és considerat com el creador de les
regles de l’àlgebra. La seva obra Hisâb al-jabr
wal-muqqabala(813) va ser traduïda al llatí per
Roberto de Chester amb el títol Liber algebrae
et almucabala(Segòvia, 1145), d’on prové el
nom actual d’àlgebra. Així diu al començament
de l’obra:

El meu propòsit és compondre una obra
breu sobre el càlcul per les regles de
compactació i reducció, limitant-nos al
que és a la vegada més fàcil i més útil en
l’aritmètica, i que els homes necessiten
constantment en els casos d’herències,
llegats, particions, plets així com en el
comerç i en totes les  relacions dels uns
amb els altres, o bé on es necessiten
mesures de terres, excavacions de canals,
càlculs geomètrics i altres assumptes de
molts diversos tipus.12

L’obra d’al-Khwarizmi, constava d’una part
teòrica amb el mètode per resoldre equacions
amb coeficients positius (que classificava en sis
tipus, fins a segon grau) i una part pràctica que
contenia problemes il·lustratius de cadascun
dels tipus: problemes de nombres, de comerç,
de dots, del blat i la civada, dels exèrcits i dels
correus. Totes les altres àlgebres àrabs, basades
en aquesta, conservaven aquesta estructura. 

Les seves regles “al-jabr wa al-muqabala” eren
les emprades per solucionar les equacions. La
primera, “al-jabr”, que traduïm per chéber o res-
tauració, consistia en eliminar totes les quanti-
tats que tinguessin signe negatiu. La paraula
“wa” significa “i” i la paraula “al-muqabala” o
reducció, significava agrupar els termes de la
mateixa espècie. Les regles tot i que eren ele-
mentals no es centraven en un problema concret

i tant les utilitzaven en problemes aritmètics,
com en geomètrics, com en problemes de la
vida real.

Les equacions les estructuraven en sis tipus (fins
a segon grau) i cada vegada que en un problema
plantejaven una equació donaven el tipus i la
solució. El llenguatge emprat era retòric, sense
utilització de símbols i amb alguna justificació
geomètrica de les solucions trobades.13 Així,
després d’explicitar que existeixen tres classes
de nombres: arrels, quadrats i nombres simples,
al-Khwarizmi defineix els sis tipus d’equacions,

Un nombre pertanyent a una d’aquestes
tres classes pot ser igual a un nombre
d’una de les altres classes: “quadrats
igual a arrels” [ax2 = bx ], “quadrats
igual a nombres” [ax2 = c] o “arrels
igual a nombres” [bx = c].

Trobo que aquestes tres classes, és a dir,
arrels, quadrats i nombres poden ser com-
binades conjuntament i es produeixen tres
espècies, això és, “quadrats i arrels igual a
nombres” [ax2 +  bx = c], “quadrats i
nombres igual a arrels” [ ax2 + c = bx],
“arrels i nombres igual a quadrats” [ bx +
c = ax2 ].14

Per explicar la solució del tipus “quadrats i
arrels igual a nombres” ho fa amb l’exemple
“un quadrat i deu arrels del mateix dóna trenta-
nou dinars”[ x2 + 10x = 39],

La solució és aquesta: dividiu per la mei-
tat el nombre d’arrels, que en la present
instància dóna 5 [b/2]. Aquest multi-
pliqueu-lo per ell mateix; el producte és
25 [(b/2)2 ]. Afegiu-lo a 39; la suma és

12 “ (My intention is) to compose a short work on Calculating by (the rules of) Completion and Reduction, confining it to
what is easiest and most useful in arithmetic, such as men constantly require in cases of inheritance, legacies, partition,
law-suits, and trade, and in all their dealings with one another, or where the measuring of lands, the digging of canals,
geometrical computation, and other objects of various sorts and kinds are concerned.” Al-kwarizmi,1986 : 3-4. 

13 La justificació geomètrica que feien els àrabs de les solucions de l'equació de segon grau es basava en construir un
quadrat de costat “x” i completar-lo amb quatre rectangles de mides “x” i “ b/4” i quatre quadrats de costat "b/4", per
obtenir un quadrat de costat “x + b/2”.

14 “A number belonging to one of these three classes may be equal to a number of another class; you may say, for instance,
“squares are equal to roots”, or “squares are equal to numbers”, or “roots are equal to numbers”.” Al-khwarizmi
(1986), p. 6. “I found that these three kinds; namely, roots, squares and numbers, may be combined together, and thus
three com pound species arise; that is, “squares and roots equal to numbers”, “squares and numbers equal to roots”;
“roots and num bers equal to squares””. Ibid : 8
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64 [(b/2)2 + c]. Ara pren l’arrel d’aque-
st, que és 8, [(b/2)2 + c]1/2, i resta-li la
meitat del nombre d’arrels, que és 5; la
resta és 3 [-(b/2) + ((b/2)2 + c)1/2].
Aquesta és l’arrel del quadrat que
busquem, el quadrat mateix és 9.15

Qui va difondre en el món occidental tots
aquests coneixements va ser Leonardo de Pisa
(1180-1250), fill d’un cònsul, anomenat
Bonacci, que és conegut amb el nom de
Fibonacci. A la seva obra Liber abaci (1202)
reflecteix els problemes que va aprendre a cal-
cular a les àlgebres àrabs així com els mètodes
de càlcul de la numeració hindú.16

Les aritmètiques mercantils i les primeres
àlgebres renaixentistes

L’època menys coneguda del desenvolupament
de les equacions algebraiques correspon als
segles XIII i XIV, en què floriren les matemàti-
ques comercials amb les obres que avui anome-
nem aritmètiques mercantils.17 A Itàlia, i més
concretament, Florència i Venècia, importants
capitals comercials, van aparèixer moltes d’a-
questes aritmètiques mercantils. El Mediterrani és
l’escenari del gran comerç amb Orient i entre
Itàlia i Àfrica del Nord. Comença a fer falta saber
comptar, repartir beneficis i es creen companyies
(petites empreses) a Florència i a Venècia, també
es creen les lletres de canvi com document per
comerciar. Els mestres d’àbac (no ensenyen
manuals d’ús de l’àbac) eren homes amb rendes
superiors als artesans i eren molt ben considerats.
A les escoles d’àbac apart d’ensenyar a llegir,
s’ensenyava el que és útil pel comerç o sigui el
càlcul mercantil. Les escoles florentines són les
que més es coneixen i eren gairebé totes privades.
Hi ha moltes aritmètiques mercantils en el perío-
de 1300-1500, de les quals més de tres-centes en
manuscrits italians i només trenta en francesos.
L’aparició de la impremta a meitats del segle XV
va ajudar a la seva difusió. Estaven escrites nor-

malment en llengua vulgar (no en llatí) i alguns
historiadors consideren que molts comerciants les
tenien a les prestatgeries perquè donaven prestigi.

Les aritmètiques constaven d’una part teòrica:
nombres, operacions, regla de tres, regla de falsa
posició,... i d’una part pràctica: problemes de
barates, impostos, aliatges, correus, companyies,
monedes,...Les definicions eren utilitàries i sense
demostracions. Algunes incloïen un darrer bloc
d’àlgebra i altres no, de fet no s’hi resolen casos
nous però ajuden a la difusió de les regles alge-
braiques àrabs.18 El saber d’aquestes aritmèti-
ques mercantils i de les fonts orientals usades
pels mercaders italians es recullen en l’obra enci-
clopèdica de Luca Pacioli (1447-1517) titulada
Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni
& Proportionalità (Venecia, 1494) que va tenir
gran difusió a la seva època.

El següent impuls vindrà de l’Itàlia renaixentis-
ta del segle XVI, època molt rica culturalment
quan es comencen a recuperar textos grecs i es
tradueixen al llatí. A tall d’exemple podríem
citar Frederico Commandino (1506-1575) que
tradueix les grans obres clàssiques d’Arqui-
medes,  Ptolemeu, Euclides, Aristarc, etc.

Dins de l’evolució de l’àlgebra cal assenyalar
Niccolo Tartaglia (1499-1557) amb l’obra
Quesiti et inventioni diverse(1546), Girolamo
Cardano (1501-1576) amb la seva obra Artis
Magnae sive de Regulis Algebraicis(1545) i
més tard, Rafael Bombelli (1526-1573) amb
l’ Algebra (1572). Aquests, entre d’altres alge-
bristes del cinquecento, van començar a resol-
dre cúbiques, biquadrades... i van fer noves
classificacions d’equacions.

És interessant subratllar que ja Cardano en la
seva obra estudiava les equacions algebraiques
de manera sistemàtica i tractava la teoria d’equa-
cions com una branca diferenciada dins les
matemàtiques intentant donar regles generals i
trobant totes les solucions.19

15 “The solution is this: you halve the number of the roots, which in the present instance yields five. This you multiply by
itself; the product is twenty-five. Add this to thirty-nine; the sum is sixty-four. Now take the root of this, which is eight,
and subtract from it half the number of the roots, which is five; the remainder is three. This is the root of the square which
you sought for; the square itself is nine”. Ibid : 8.

16 Recentment s’ha publicat una traducció a l’anglès de Liber Abaci, vegeu Fibonacci’s (2002).
17 Aquestes obres encara s’estan descobrint i analitzant. Vegeu més informació a Toti Rigatelli, L. (1994).
18 Vegeu més informació a Malet & Paradís (1984).
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Pel que fa a Bombelli, aquest també intentava
generalitzar l’algorisme de l’equació de segon
grau i donava cada vegada una regla i una origi-
nal construcció geomètrica de la solució. La
seva obra Algebraconsta de cinc llibres, els tres
primers on resol equacions de segon grau,
alguns casos particulars de tercer i quart grau i
problemes resolts algebraicament. Els dos
últims publicats més tard (1923) per Bortolotti
contenen, en el llibre quart, aplicacions dels
mètodes geomètrics a l’àlgebra, i en el cinquè,
aplicacions dels mètodes algebraics a les solu-
cions geomètriques. Bombelli, en el llibre ter-
cer, primer resolia numèricament l’equació de
segon grau amb l’algorisme tradicional, tot
seguit enunciava una regla general que valgués
per tots els casos similars independentment del
valor numèric dels coeficients, després feia un
exemple numèric d’aplicació de la regla i en el
llibre quart presentava una construcció geomè-
trica de la solució amb una referència explícita
al problema que havia resolt en el llibre tercer.
Vegem-ne un exemple.

Llibre III. Problema XLIX. Feu de 10
dues parts tals que multiplicades una per
l’altra faci 16. Posem que una de les parts
sigui 1 1 [x], l’altra serà 10 – 1 1[10 – x],
que multiplicades una per l’altra facin 10 1

– 1 2,[10x - x2]  i això és igual a 16 que
traient el menys es tindrà 12 + 16 igual a
10 11 [x2 + 16 = 10 x]. Trobeu la meitat de
la quantitat incògnita (Tanti)20, que és 5
[(b/2)], i es quadra, fa 25 i se n’hi treu 16,
queda 9 [(b/2)2 – c], que el seu costat és 3
[(b/2)2 – c]1/2, el qual es treu del 5, meitat
de les incògnites, queda 2 i 2 val la incòg-
nita (Tanto) i aquesta és una de les parts

[(b/2) - ((b/2)2 – c)1/2]; l’altra serà 8 i de
similar demanda neix la següent regla.21

O sigui que primer resolia l’equació numèrica-
ment i tot seguit enunciava la regla general que
havia deduït d’aquest exemple numèric,

Si s’ha de dividir una quantitat en dues
parts que multiplicades una per l’altra
donin un determinat nombre, facis la
meitat de la quantitat que s’ha de dividir
i elevis al quadrat i del producte se’n treu
el determinat nombre i de la resta se’n
calcula l’arrel quadrada i s’afegeix a la
meitat d’aquesta quantitat, que la suma
serà una de les parts demanada.22

A continuació aplicava la regla a un altre exemple
numèric i en el llibre quart feia la construcció
geomètrica de la solució d’aquesta equació de
segon grau.

[88] Vull dividir la línia .a.b.en dues parts
tals que facin un paral·lelogram d’àrea
igual a la d’un quadrat .l.i.k.

Si aquesta superfície no és un quadrat es
reduirà a un quadrat, com s’ha
demostrat, però donat que sigui un
quadrat, dividiu la línia .a.b. en dues
parts iguals en el punt .c. i sobre la .a.c.
es traça el semicercle .a.d.c.en el qual es
traça la recta .a.d. igual al costat .i.k. i
des del punt .d. es traça la .c.d. i facis
.c.e. igual a la .c.d.; dic que el punt .e.
serà el terme, que divideix la línea en els
dues parts demanades; com es pot provar
amb nombres.23

19 Sobre Cardano existeix la traducció a l’anglès de l’Ars Magna, Cardano (1968).
20 Cardano anomena  la incògnita “cosa” i Bombelli l’anomena “tanto”.
21 “Problema XLIX. Faccisi di 10 due parti tali che multiplicate l’una via l’altra faccino 16. Ponghisi che l’una di dette

parti sia 1  , l’altra sarà 10 – 1 , che moltiplicate l’una via l’altra fanno 10 - 1   e questo è eguale a 16, che levato il
meno si haverà 1 + 16 eguale a 10 . Piglisi la metà delli Tanti, ch’è 5, e si quadri, fa 25 e se ne cavi 16, resta 9, che
il suo lato è 3, il quale si cava di 5, metà delli Tanti, resta 2 e 2 vale il Tanto e questa è una delle parti; l’altra sarà 8 e
da simili domande nasce la seguente regola.” Bombelli, 1966 : 340.

22 “Se si haverà e dividere una quantità in due parti che moltiplicata l’una via l’altra faccino un terminato numero, piglisi
il mezzo della quantità che si deve dividere e quadrisi e del produtto se ne cavi il terminato numero e del restante se ne
pigli il lato e si aggionghi alla metà di detta quantità che la somma sarà una delle parti addomandate.” Ibid : 340.

23 “ [88] Voglio dividere la linea .a.b. in due tal parti delle quali fattone un parallelogrammo sia pari alla superficie .l.i.k.
Se detta superficie non sarà quadrato si ridurrà a quadrato, come si è mostrato, ma dato che sia quadrato, dividasi la
linea .a.b. in due parti pari in punto .c., et sopra la .a.c. si faccia il semicirculo .a.d.c. nel quale tirasi la retta .a.d. pari
al lato .i.k. et dal punto .d. tirasi la .c.d. et facciasi .c.e. pari alla .c.d.; dico il punto .e. essere il termine, che divide la
linea nelle due parti addimandate; come si puo provare col numero.”Bombelli, 1966 : 572.
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Bombelli plantejava l’equació x·(b-x) = cessent
b = línia .a.b.i c = área quadrat .i.l.k.o sigui
que .i.k. = c1/2 . Dividia la línia, obtenint b/2,
prenia aquest valor com a diàmetre, traçava la
recta c1/2 i completava el triangle rectangle.
Aplicava Pitàgores i llavors el catet (segment)
cd = [(b/2)2 – c]1/2 el projectava sobre .a.b. i
les solucions serien els segments aei eb.

De fet en aquestes primeres àlgebres renaixentis-
tes ja es pot apreciar un procés de maduració dels
mètodes algebraics concebuts cada cop més com
eines per a la resolució general de problemes.

L’aparició de l’àlgebra simbòlica a l’obra de
François Viète (1540-1603)24

L’any 1591, amb l’aparició de l’obra In artem
analyticem isagogede Viète es va fer palès l’a-
vantatge d’utilitzar símbols dins la matemàtica,
no només per representar la incògnita, sinó
també per les quantitats conegudes, de manera
que es podia treballar amb equacions en forma
general(ax2 + bx + c = 0). Viète va intentar
explicar el camí que emprava per resoldre les
equacions emmarcant-lo dins l’anàlisi grega.
L’objectiu del seu “art analític” era proporcionar
un mètode per a resoldre tots els problemes mit-
jançant tres processos. El primer consistia en
transformar el problema en una equació composta
de quantitats conegudes i desconegudes (zetètica).
El segon en provar els teoremes coneguts a partir
de l’equació plantejada (porística). En l’últim pro-
cés, que era el més important per Viète, s’estudia-
va l’estructura de les equacions plantejades per a
poder trobar la solució (exegètica). Així resumia

Viète aquestes idees al final de la seva obra:

Finalment, l’art analític, dotat de les seves
tres formes zetètica, porística i exegètica,
reclama per a ell mateix la solució del
problema més gran de tots que és SOLU-
CIONAR TOTS ELS PROBLEMES.25

Una de les característiques més importants de
l’obra de Viète és que va identificar les equacions
algebraiques amb les proporcions mitjançant el
producte de mitjos i extrems d’una proporció.
Així, va utilitzar la teoria de proporcions
d’Euclides per a resoldre les equacions introduint
un nou camí per solucionar-les.  

L’àlgebra de Viète va ser la guia per a resoldre
equacions a l’aritmètica, a la geometria, a la tri-
gonometria,... Amb Viète les expressions alge-
braiques esdevenen modernes, en el sentit que el
rigor i la generalitat amb què són emprades són
similars als actuals, encara que utilitza una sim-
bologia primitiva, sense signe d’igualtat, sense
exponents, ni signes radicals. 

Vegem com tractava Viète la solució de l’equació
de segon grau  i com en feia la justificació geo-
mètrica.

Llibre tercer. Proposició I. Donada la mit-
jana de tres línies rectes proporcionals i la
diferència entre els extrems, trobar l’ex-
trem més petit.26

L’equació es plantejava a través de la proporció:
A : Z = Z : (A + B)essentA l’incògnita,A·(A+B) =
Z2. Per solucionar- la es basava en una proposició
del llibre II, “donada l’àrea d’un rectangle (Z2) i
la diferència dels costats (B), trobar els cos-
tats”. Per resoldre aquesta proposició deia que si
al quadrat de la diferència dels costats, li afegei-
xes quatre vegades el rectangle (l’àrea), troba-
ràs el quadrat de la suma, en llenguatge actual:
[(A + B) – A]2 + 4·A·(A+B) = [(A+B) + A]2.
Llavors Viète explicava que així trobaves la suma
i la diferència dels dos costats, i com ja havia
demostrat en el teorema I del llibre I podíem saber

Figures de Bombelli

24 Viète va estudiar dret, era advocat del Parlament i treballava de magistrat.
25 “Denique fastuosum problema problematum ars Analyticae, triplicem Zetetices, Poristices & Exegetices formam tandem

induta, jure sibi adrogat, quod est, NULLUM NON PROBLEMA SOLVERE” Viète, In Artem analyticem Isagoge, 1970: 12.
26 “Data media trium proportionalium linearum rectarum, & differentia inter extremas, invenire minorem extremam.”Viète,

Effectionum geometricarum, 1970 : 56.
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els costats. Aquesta equació es trobava en l’obra
Zeteticorum libri quinque(1593) que constitueix
l’exemplificació i l’aplicació del mètode proposat
a la Isagogeentesa com a nova forma de càlcul.
Més tard, el 1646, Viète va publicar Effectionum
Geometricarum Canonical Recensioon fa cons-
truccions geomètriques de les solucions de les
equacions de segon i quart grau. Vegem la cons-
trucció corresponent al exemple anterior,

Proposició XII. Donada la mitjana de tres
quantitats proporcionals i la diferència
dels extrems, trobar els extrems.

[Això tracta de] la solució geomètrica
d’un quadrat afectat per un costat.

Sigui FD la mitjana de tres proporcionals
i sigui GF la diferència entre els extrems.
Trobeu els extrems.

Traçareu GF i FD formant angle recte i
dividireu GF per la meitat en A. Descriu-
reu un cercle de centre A i interval AD i
estendreu la circumferència AG i AF
donant els punts B i C.

Dic que fet això els extrems que busquem
sónBF i FC, entre els quals la mitjana pro-
porcional és FD. I els mateixos BF i FC
difereixen en FG, ja que AF i AG són

iguals per construcció i ACi ABsón també
iguals per construcció. Llavors restant els
igualsAGi AF dels iguals ABi AC, resten
els iguals BGi FC. I també GF és la difer-
ència entre BF i BGo bé FC. La qual cosa
era el que volíem demostrar.27

Aquí Viète planteja l’equació mitjançant una pro-
porció, en llenguatge actual,
(x + b) : c1/2 = c1/2 : x. Traça b i c1/2 formant un
angle recte i divideix b per la meitat. Descriu un
cercle de radi la hipotenusa del triangle format per
b/2 i c1/2, llavors les solucions seran els segments
FC i BF.

L’obra de Viète va tenir una gran difusió i van sor-
gir molts textos d’àlgebra.28 Quan el treball de
Viète es va conèixer, durant els primers anys del
segle disset, els matemàtics van començar a con-
siderar la utilitat dels procediments algebraics per
resoldre procediments geomètrics. Entre els seus
seguidors podem citar a Pierre de Fermat (1601-
1655) encara que la figura més influent va ser
René Descartes (1596-1650).29

L’àlgebra i la geometria a l’obra de René
Descartes

Un dels punts fonamentals per l’evolució de l’àl-
gebra i, en concret, per la resolució de l’equació
de segon grau va ser l’edició de l’obra de  René
Descartes titulada La Géométrie(1637) que apa-
reix com un apèndix del Discours de la Méthode.
L’obra està dividida en tres llibres: el primer titu-
lat “sobre els problemes de construcció que
requereixen només línies rectes i cercles”, el
segon titulat “sobre la naturalesa de les línies cor-
bes” i el tercer titulat “sobre la construcció dels
problemes que són sòlids o quasisòlids”. El pro-

Construcció de Viète

27 “Propositio XII. Data media trium proportionalium & differentia extremarum, invenire extremas. Mechanice quadrati
adfecti sub latere. Sit data FD media trium proportionalium, data quoque GF differentia extremarum. Oportet invenire
extremas. Inclinentur GF, FD ad angulos rectos, &secetur GF bifariam in A. Centro autem A intervallo AD, describatur
circulus, ad cujus circumferentiam producantur AG, AF, in punctis B, C. Dico factum esse quod oportuit. Extremas enim
inveniundas esse BF, FC inter quas media proportionalis est FD. Et ipsae BF, FC differunt per FG, quandoquidem AF & AG
constructae sunt aequales, & AC, AB constructae quoque aquales. Itaque ab aequalibus AB, AC subducendo aequales
AG, AF, remanent BF, FC aequales. Est autem GF differentia inter BF & BG, seu FC. Quod erat demonstran dum.”
[Viète, Opera Mathematica, Effectionum Geometricarum, 1970 : 234].

28 Així l'obra d'Hérigone Cursus mathematicus(Paris, 1634) que constava de sis volums entre ells un d'àlgebra. Beaugrand,
va publicar a París el 1631 In artem analyticem Isagogede Viète amb uns escolis i un compendi matemàtic. AAnglaterra
l'obraThe Key of Mathematics(1647) d'Oughtred va ser cabdal per difondre l'àlgebra de Viète

29 Sobre Fermat, vegeu Fermat (1891-1922).
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grama de Descartes inclou dos aspectes: d’una
banda, la classificació de corbes en algèbriques i
mecàniques i, d’altra banda, les construccions
geomètriques de les corbes. A l’obra de Descartes
l’àlgebra i la geometria es relacionen a través de
les construccions geomètriques de la intersecció
de les corbes (quasi sempre paràboles i circumfe-
rències) que expressen les solucions d’equacions
algebraiques (adequadament preparades) de grau
més gran que dos. Aquest treball de Descartes va
suposar un punt de partida per a contemplar la
geometria des d’una altra perspectiva. A més,
conté la notació actual amb dues variants menors:
escriuxx, aa,... en lloc de x2, a2,... i no fa servir el
signe d’igualtat nostre. Malgrat que s’hagi acabat
imposant aquesta notació, durant els 50 o 60 anys
posteriors les diferents obres d’àlgebra van adop-
tar notacions diverses.

Descartes començava el llibre I construint una
àlgebra de segments: es mostrava com sumar,
multiplicar, dividir i treure l’arrel quadrada de
segments fent construccions geomètriques. Tot
seguit es feien les construccions geomètriques
de les solucions dels problemes plans i s’expli-
cava com construir la solució en una equació de
segon grau. Vegem-ne un exemple:

Però si tinc per exemplez2    az + bb
construeixo el triangle rectangle NLM,
on el costat LM és igual a “b”, arrel
quadrada de la quantitat coneguda
“bb”, i l’altra LN és “½ a”, la meitat de
l’altra quantitat coneguda, que està
multiplicada per “z” que se suposa ser
la línia desconeguda. Llavors prolon-
gantMN, base d’aquest triangle, fins a
O, de manera que NO sigui igual  a NL,

la línia total OM és la línia buscada. 
I ella s’expressa d’aquesta manera z
1/2 a + ( ¼ aa + bb)1/2. 30

Cal remarcar que a l’obra de Descartes ja apa-
reix la fórmula que emprem actualment a l’aula.
Però tot i que se sabia solucionar les equacions
de segon grau, les de tercer i quart en casos par-
ticulars, en graus més elevats recordem que se
sap que no són resolubles per radicals.

I després de Descartes...

No voldria acabar sense una reflexió sobre l’e-
volució d’aquesta nova part de les matemàti-
ques, l’àlgebra, després de Descartes i Fermat.
La realitat és que, malgrat les controvèrsies i
debats, en un segle més o menys es va produir
el que actualment s’anomena l’“algebrització de
les matemàtiques”, que va donar origen a dues
noves branques de la matemàtica que avui
coneixem amb els noms de càlcul infinitesimal
i geometria analítica.

Aquest procés d’algebrització de les matemàti-
ques no va ser lineal ni en el temps ni en l’es-
pai ja que no va ser el mateix ni dins de cada
país ni dins de cada comunitat de científics.31

Els grans difusors i investigadors d’aquest “art
analític”, amb un llenguatge i mètodes nous,
defensaven l’àlgebra com una part de la mate-
màtica davant dels que l’ignoraven o l’ataca-
ven considerant el seu ús una pèrdua de temps
i una complicació. Així, per exemple, Thomas
Hobbes (1588-1679) en la seva obra
Examinatio(1660) trivialitzava l`estil simbòlic
i condemnava universalment la nova àlgebra.
La geometria i la seva subordinada l’aritmèti-
ca eren en la seva opinió ciències, mentre que
l’àlgebra no ho era, sinó que la considerava un
raonament simbòlic, un art per registrar amb
brevetat i celeritat les invencions de la geome-
tria. La posició d’Isaac Barrow (1630-1677)
també era contraria a l’àlgebra, ja que conside-
rava l’aritmètica una part de la geometria, que

Dibuix de Descartes

8

30 "Car si i'ay par exemple z2 az+ bb ie fais le triangle rectangle NLM, dont le costé LM est esgal a b racine quarrée de
la quantité connue bb, & l'autre LN est 1/2a, la moitié de l'autre quantité connue, qui estoit multipliée parz que ie sup-
pose estre la ligne inconnue puis prolongeant MN la baze de ce triangle, iusques a O, en sorte qu'NO soit esgale a NL,
la toute OM est z la ligne cherchée. Et elle s'exprime en cete sorte z  1/2 a + ( ¼ aa + bb)1/2." Descartes ,1954 : 12.

31 Sobre l'algebrització de les matemàtiques, vegeu Mahoney (1980), Mancosu (1996), Massa (2001) i Pycior (1997).
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era l’única ciència per excel·lència essent l’àl-
gebra un instrument de lògica. John Wallis
(1616 - 1703) en canvi, no únicament va utilit-
zar l’àlgebra en les seves obres, sinó que va
escriure un tractat, Treatise on Algebra(1685),
sobre aquesta nova part de les matemàtiques
presentant-ne un recorregut històric i les con-
tribucions algebraiques de Thomas Harriot
(1560-1621) i d’altres.

La introducció de l’àlgebra dins la geometria
va obligar a un replantejament dels límits dis-
ciplinaris de les ciències matemàtiques a
nivell terminològic i, sobretot, a nivell meto-
dològic, que es va traduir en un establiment de
noves línies divisòries entre les diferents bran-
ques de la matemàtica. Encara que no s’apre-
cia una ruptura clara, podem concloure que en
el termini d’aproximadament un segle, l’àlge-
bra va acabar per imposar-se com una part útil
de les matemàtiques, que permetia resoldre
problemes que d’altra manera era impossible
solucionar.
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